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概要
本講演は, 方位調整を伴う非等方的モノクロ画像処理に関連する楕円型・擬放物型システムを
主題とする. 本システムは [3]で提案されたモデルに基づいており, 先行研究 [6, 7, 1]では, 放物
型および擬放物型システムの適切性に関する結果が報告されている. しかし, 従来のシステムで
は, 方位の初期値の適切な設定方法が不明瞭であった. そこで本講演では, 方位の初期設定を必
要としない楕円型・擬放物型システムを考察し, 得られた結果を報告する. 尚, 本稿は水野大樹さ
ん (千葉大学大学院融合理工学府), 白川健先生 (千葉大学教育学部), Harbir Antil先生 (George

Mason大学)との共同研究に基づく.

1 導入
本稿を通して, Ω ⊂ R2 は有界な領域とし, その境界 Γ := ∂Ω は Lipschitz とする. また,

0 < T <∞は時間の定数とし, Q := (0, T )× Ω, Σ := (0, T )× Γと定める.

本稿では, 以下に記述される楕円-擬放物型システム (S)を考える:
−κ∆α+∇γ(R(α)∇u) ·R(α+π

2 )∇u = 0 in Q,

∂tu− div
(⊤R(α)∇γ(R(α)∇u) + ν|∇u|p−2∇u+ µ∇∂tu

)
+ λ(u− uorg) = 0 in Q,

α = u = ∂tu = 0 on Σ, u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω.

(1)

ここに, κ, ν, µ, λ > 0, p > 2は固定された定数とする.

システム (S)は次で定められる [L2(Ω)]2 上の汎関数 E の擬放物型勾配流として導出される:

[α, u] ∈ [L2(Ω)]2 7→ E(α, u) :=



κ

2

∫
Ω

|∇α|2 dx+

∫
Ω

γ(R(α)∇u) dx

+
ν

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
λ

2

∫
Ω

|u− uorg|2 dx,

if [α, u] ∈ H1
0 (Ω)×W 1,p

0 (Ω),

∞, otherwise.

(2)

汎関数 E は, モノクロ画像に対する方位調整を考慮する高精度ノイズ除去を目的に, 文献 [3] におい
て提案された支配エネルギーに基づいている. 定義式 (2) では, α ∈ H1

0 (Ω) と u ∈ W 1,p
0 (Ω) が未知
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変数となっており, それぞれを「画像の構成要素の方位 (角度)を表す関数」と「修正過程における画
像データを表す関数」と対応させている. 更に与えられたノイズ入り元画像データ uorg ∈ L2(Ω) と
の L2-距離 (の 2乗) を加味することで, エネルギーの最小化による画像データの最適化が行えるよ
うになっている. 加えて, 定義式 (2) に, ある与えられた非等方的な計量 0 ≤ γ ∈ C1,1(R2) と回転
行列：

α ∈ R 7→ R(α) :=

[
cosα sinα

− sinα cosα

]
,

の合成関数を組み入れることにより, 画像データ uだけでなく, 画像の構成要素の方位 αの自動調整
をも考慮した高精度の画像データが実現できるよう, 工夫されている.

本稿で考えるシステム (S)の先行研究 (cf. [6, 7, 1])と異なる点は, 第一方程式が楕円型方程式で構
成されている点にある. これまでのシステムは定義式 (1) の第一方程式において ∂tαを含む放物型シ
ステム, あるいは ∂tα および ∆∂tα を含む擬放物型システムであり, 先述の先行研究では, そのシス
テムの適切性 (解の存在・解の一意性・初期値に関する連続依存性)に関する結果が報告されている.

しかし, 数値計算に応用する場合, 従来のシステムでは初期条件の設定に関して課題が残されている.

具体的には, 画像データ uの初期値については与えられたデータ uorg を手掛かりにして設定できる
が, 方位 αの初期値については画像からどのように読み取ればよいか実は不明瞭である. したがって,

画像処理においては, 方位の初期値を手動で推定するのではなく, 方程式の中で自動的に計算される
モデルが望ましいと考えられる. そこで, 本稿では, 方位の初期設定を必要としない楕円型・擬放物型
システムを考察し, 得られた結果を報告する.

2 準備
はじめに, 本稿で使用する記法についての説明を行う.

任意の a, b ∈ [−∞,∞]に対して,

a ∨ b := max{a, b} and a ∧ b := min{a, b}

と定める.

次に, X を Banach空間とする. | · |X を X 上のノルムと表記する. 特に, X が Hilbert空間であ
れば, その内積を (·, ·)X と表す. また, d ∈ N とする. x ∈ Rd のユークリッドノルムを |x| と表し,

x, y ∈ Rd のスカラー積を x · y と表す. すなわち,

|x| :=
√
x21 + · · ·+ x2d and x · y := x1y1 + · · ·+ xdyd,

for all x = [x1, . . . , xd], y = [y1, . . . , yd] ∈ Rd.

次に, 時間離散化に関する記法を導入する.

τ > 0は時間幅を表す正定数とし, 時間の列 {ti}∞i=0 を

ti := iτ, for any i = 0, 1, 2, . . . .



として定める. 任意の点列 {[ti, ui]}∞i=0 ⊂ [0,∞) ×X に対し, 3通りの補完 [u]τ ∈ L∞
loc([0,∞);X),

[u]τ ∈ L∞
loc([0,∞);X), and [u]τ ∈W 1,2

loc ([0,∞);X)を以下で定める:

[u]τ (t) := χ(−∞,0]u0 +

∞∑
i=1

χ(ti−1,ti](t)ui,

[u]τ (t) :=
∞∑
i=0

χ(ti,ti+1](t)ui, in X, for any t ≥ 0,

[u]τ (t) :=

∞∑
i=1

χ(ti−1,ti](t)

(
t− ti−1

τ
ui +

ti − t

τ
ui−1

)
,

ただし, χE : R → {0, 1} は集合 E ⊂ Rの特性関数を表す.

3 主結果
本稿では, 以下を仮定する.

(A0) p > 2, ν > 0, µ > 0, λ > 0は固定された定数とし, κ > 0は十分大きいとする.

(A1) uorg ∈ L2(Ω)は与えられた関数で, 0 ≤ uorg ≤ 1 a.e. in Ωを満たす.

(A2) γ ∈ C1,1(R2) ∩ C2(R2)は与えられた非負の凸関数で, 0 ∈ R2 が γ の唯一つの最小元である.

(A3) u0 ∈W 1,p
0 (Ω)は与えられた関数で, 0 ≤ u0 ≤ 1 a.e. in Ωを満たす.

次に, システム (S)の解の定義を述べる.

定義 1. 以下の条件を満たす関数の組 [α, u]をシステム (S)の解と呼ぶ.

(S0) [α, u] ∈ W 1,2(0, T ;H1
0 (Ω)) × [W 1,2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω))], 0 ≤ u ≤ 1 in Q,

and u(0) = u0 in [L2(Ω)].

(S1) αは以下の変分等式を満たす:

κ(∇α(t),∇φ)[L2(Ω)]2 +

∫
Ω

∇γ(R(α(t))∇u(t)) ·R(α(t)+π
2 )∇u(t)φdx = 0,

∀φ ∈ H1
0 (Ω), a.e. t ∈ (0, T ).

(S2) uは以下の変分不等式を満たす:

(∂tu(t), u(t)− ψ)L2(Ω) + µ(∇∂tu(t),∇(u(t)− ψ))[L2(Ω)]2

+ ν

∫
Ω

|∇u(t)|p−2∇u(t) · ∇(u(t)− ψ) dx+ λ(u(t)− uorg, u(t)− ψ)L2(Ω)

+

∫
Ω

γ(R(α(t))∇u(t)) dx ≤
∫
Ω

γ(R(α(t))∇ψ) dx, ∀ψ ∈W 1,p
0 (Ω), a.e. t ∈ (0, T ).

上記に基づき, 本稿では以下の主定理を, 現時点における成果として報告する.

主定理. ある κ∗ > 0が存在し, 任意の κ > κ∗ に対して, システム (S)の解は唯一つ存在する. さら
に, 以下のエネルギー不等式を満たす.

E(α(t), u(t)) ≤ E(α(s), u(s)), 0 ≤ ∀s ≤ ∀t ≤ T. (3)



4 証明の概要
本章では, 重要な補題の紹介とその証明および主定理の証明の概略を記述する.

4.1 証明の準備
主定理の証明は, 以下の時間離散化スキームによる近似問題に基づく. m ∈ Nを時間区間 (0, T )の

分割数とし, τ := T
m を時間幅を表す定数とする.

(AP)τ 以下を満たす列 {[αi, ui]}mi=1 ⊂ H1
0 (Ω)×W 1,p

0 (Ω)を求める問題:
− κ∆0α

i +∇γ(R(αi)∇ui) ·R(αi + π
2 )∇u

i = 0

ui − ui−1

τ
− div

(
⊤R(αi)∇γ(R(αi)∇ui) + ν|∇ui|p−2∇ui + µ

τ
∇(ui − ui−1)

)
+ λ(ui − uorg) = 0

ただし, u0 ∈ W 1,p
0 (Ω)は与えられた関数であり, ∆0 は斉次 Dirichlet境界条件を付した Laplace作

用素を表す. また, α0 ∈ H1
0 (Ω)は以下を満たす関数として与える:

−κ∆0α
0 +∇γ(R(α0)∇u0) ·R(α0 + π

2 )∇u
0 = 0.

近似問題 (AP)τ の解については以下のように定義する.

定義 2. {[αi, ui]}mi=1 が (AP)τ の解であるとは, {[αi, ui]}mi=1 ⊂ H1
0 (Ω) × W 1,p

0 (Ω) であり, 各
i = 1, 2, . . . ,mに対し, [αi, ui]が以下を満たすことをいう:

(AP1) αi は以下の変分等式を満たす:

κ(∇αi,∇φ)[L2(Ω)]2 + (∇γ(R(αi)∇ui) ·R
(
αi + π

2

)
∇ui, φ)L2(Ω) = 0,

∀φ ∈ H1
0 (Ω).

(AP2) ui は以下の変分等式を満たす:

1

τ
(ui − ui−1, ψ)L2(Ω) +

µ

τ
(∇(ui − ui−1),∇ψ)[L2(Ω)]2

+ (∇γ(R(αi)∇ui), R(αi)∇ψ)[L2(Ω)]2 + ν

∫
Ω

|∇ui|p−2∇ui · ∇ψ dx

+ λ(ui − uorg, ψ)L2(Ω) = 0, ∀ψ ∈W 1,p
0 (Ω).

近似問題 (AP)τ については, 以下の定理を示すことができる.

定理 1. ある τ0 ∈ (0, 1), κ0 > 0が存在し, 任意の τ ∈ (0, τ0), κ ≥ κ0 に対し, (AP)τ はただ一つの
解 {[αi, ui]}mi=1 ⊂ H1

0 (Ω)×W 1,p
0 (Ω)を持つ. さらに解 {[αi, ui]}mi=1 ⊂ H1

0 (Ω)×W 1,p
0 (Ω)は以下の

エネルギー不等式を満たす.

E(αi, ui) ≤ E(αi−1, ui−1), ∀i = 1, ...,m. (4)



定理 1.の証明には, 以下の補題を示すことが重要となる.

補題 1. u†0 ∈ H1(Ω)に対し, 以下の楕円型境界値問題 (E; α, u, u†0)τ を考える.
− κ∆0α+∇γ(R(α)∇u) ·R(α+ π

2 )∇u = 0,

u− u†0
τ

− div
(

⊤R(α)∇γ(R(α)∇u) + ν|∇u|p−2∇u+
µ

τ
∇(u− u†0)

)
+ λ(u− uorg) = 0.

このとき, 問題 (E; α, u, u†0)τ の解 [αk, uk] ∈ H1
0 (Ω)×W 1,p

0 (Ω), k = 1, 2, は以下を満たす:(
κ

2
− 4

(
1 +

p

ν
Cu0

) 2
p

(1 + Cp)
2
(
CL

2p
p−2

H1 + CL
2p

p−1

H1

)2

|∇γ|W 1,∞(R2;R2)

)
|∇(α1 − α2)|2[L2(Ω)]2

+

(
1

τ
− 25

κ · (1 ∧ µ)
(1 + Cp)

2
(
1 +

(p
ν
Cu0

) 2
p
(
CL

2p
p−2

H1

)2)
|∇γ|2W 1,∞(R2;R2)

)
·

·
(
|u1 − u2|2L2(Ω) + µ|∇(u1 − u2)|2[L2(Ω)]2

)
≤ 0, (5)

ただし, Cu0 := E(0, u0) であり, CL
2p

p−2

H1 , CL
2p

p−1

H1 は Sobolev の埋め込み H1(Ω) ⊂ L
2p

p−2 および
H1(Ω) ⊂ L

2p
p−1 による定数, Cp は Poincaréの不等式による定数を表す. したがって,

κ > κ1 := 8
(
1 +

p

ν
Cu0

) 2
p

(1 + Cp)
2
(
CL

2p
p−2

H1 + CL
2p

p−1

H1

)2

|∇γ|W 1,∞(R2;R2),

0 < τ < τ1 :=

 κ · (1 ∧ µ)

25(1 + Cp)2
(
1 +

(
p
νCu0

) 2
p
(
CL

2p
p−2

H1

)2)|∇γ|2W 1,∞(R2;R2)

 ∧ 1

2
,

に対して, 問題 (E; α, u, u†0)τ の解は唯一つである.

補題 1.の証明 変分学の一般論 (cf. [2])より, (E; α, u, u†0)τ の解は以下の汎関数の最小元となる:

[y, z] ∈ [L2(Ω)]2 7→ Φ(y, z) :=



κ

2

∫
Ω

|∇y|2 dx+
ν

p

∫
Ω

|∇z|p dx+
1

2τ

∫
Ω

|z − u†0|2 dx

+
µ

2τ

∫
Ω

|∇(z − u†0)|2 dx+

∫
Ω

γ(R(y)∇z) dx

+
λ

2

∫
Ω

|z − uorg|2 dx, if [y, z] ∈ H1
0 (Ω)×W 1,p

0 (Ω),

+∞, otherwise.

さらに, 任意の [y, z] ∈ [L2(Ω)]2 に対して,

Φ(y, z) ≥ κ

2(Cp)2
|y|2L2(Ω) +

λ

4
|z|2L2(Ω) −

λ

2
|uorg|2L2(Ω),

であり, Φは適正下半連続性を有するので, Φの最小元が存在することがわかる.

ここで, 各 i = 1, . . . ,mに対して, 以下の汎関数 Φi を定める.

[y, z] ∈ [L2(Ω)]2 7→ Φi(y, z) :=



κ

2

∫
Ω

|∇y|2 dx+
ν

p

∫
Ω

|∇z|p dx+
1

2τ

∫
Ω

|z − ui−1|2 dx

+
µ

2τ

∫
Ω

|∇(z − ui−1)|2 dx+

∫
Ω

γ(R(y)∇z) dx

+
λ

2

∫
Ω

|z − uorg|2 dx, if [y, z] ∈ H1
0 (Ω)×W 1,p

0 (Ω),

+∞, otherwise.



このとき, 各 i = 1, . . . ,mに対し, (AP)τ の解 [αi, ui]は Φi の最小元の 1つになる. したがって,

E(αi, ui) ≤ Φi(α
i, ui) ≤ Φi(α

i−1, ui−1) = E(αi−1, αi−1)

≤ Φi−1(α
i−1, αi−1) ≤ · · · ≤ E(α1, u1) ≤ Φ1(α

1, u1). (6)

さらに, 以下を得る.

Φ1(α
1, u1) ≤ Φ1(α

0, u0) = E(α0, u0), (7)

Φ1(α
1, u1) ≤ Φ1(0, u

0) = E(0, u0) = Cu0 . (8)

次に, [αk, uk] ∈ H1
0 (Ω) ×W 1,p

0 (Ω)を問題 (E; αk, uk, u
†
0)τ , k = 1, 2, の解とする. このとき, (E;

α1, u1, u
†
0)τ と (E; α2, u2, u

†
0)τ の各方程式同士を引き算し, (E1) の両辺に (α1 − α2) を掛け, (E2)

の両辺に (u1 − u2)を掛け, 2つの式を足し合わせることで以下の不等式を得る:

κ|∇(α1 − α2)|2[L2(Ω)]2 +
1

τ

(
|u1 − u2|2L2(Ω) + µ|∇(u1 − u2)|2[L2(Ω)]2

)
+ λ|u1 − u2|2L2(Ω) + ν

∫
Ω

(|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2) · ∇(u1 − u2) dx

+

∫
Ω

(
∇γ(R(α1)∇u1) ·R(α1 +

π
2 )∇u1 −∇γ(R(α2)∇u2) ·R(α2 +

π
2 )∇u2

)
(α1 − α2) dx

+

∫
Ω

(⊤
R(α1)∇γ(R(α1)∇u1)−⊤ R(α2)∇γ(R(α2)∇u2)

)
· ∇(u1 − u2) = 0.

また, 仮定 (A2)と Tartarの不等式 (cf. [4, Lemma 2.1])より, 以下を得る.

κ|∇(α1 − α2)|2[L2(Ω)]2 +
1

τ

(
|u1 − u2|2L2(Ω) + µ|∇(u1 − u2)|2[L2(Ω)]2

)
≤ 4|∇2γ|L∞(R2;R2×2)

∫
Ω

|∇u1|2|α1 − α2|2 dx

+ 5|∇2γ|L∞(R2;R2×2)

∫
Ω

|∇(u1 − u2)||∇u1||α1 − α2| dx

+ 4|∇γ|L∞(R2;R2)

∫
Ω

|∇u1||α1 − α2|2 dx

+ 5|∇γ|L∞(R2;R2)

∫
Ω

|∇(u1 − u2)||α1 − α2| dx

+ |∇2γ|L∞(R2;R2×2)|∇(u1 − u2)|2[L2(Ω)]2

=: I1 + I2 + I3 + I4 + |∇2γ|L∞(R2;R2×2)|∇(u1 − u2)|2[L2(Ω)]2 (9)

ここで, Hölder の不等式, Young の不等式, Poincaré の不等式, 2 次元の Sobolev の埋め込み
H1(Ω) ⊂ L

2p
p−2 , H1(Ω) ⊂ L

2p
p−1 , (6), (8)より, (9)の Ij , j = 1, 2, 3, 4, は以下のように評価できる:

I1 ≤ 4|∇γ|W 1,∞(R2;R2)|∇u1|2[Lp(Ω)]2 |α1 − α2|2
L

2p
p−2 (Ω)

≤ 4
(p
ν
Cu0

) 2
p

(CL
2p

p−2

H1 )2|∇γ|W 1,∞(R2;R2)|α1 − α2|2H1(Ω)

≤ 4
(p
ν
Cu0

) 2
p

(CL
2p

p−2

H1 )2(1 + (Cp)
2)|∇γ|W 1,∞(R2;R2)|∇(α1 − α2)|2[L2(Ω)]2 , (10)



I2 ≤ 5|∇γ|W 1,∞(R2;R2)|∇(u1 − u2)|[L2(Ω)]2 |∇u1|[Lp(Ω)]2 |α1 − α2|
L

2p
p−2 (Ω)

≤ 25

κ

(p
ν
Cu0

) 2
p

(CL
2p

p−2

H1 )2(1 + Cp)
2|∇γ|2W 1,∞(R2;R2)|∇(u1 − u2)|2[L2(Ω)]2

+
κ

4
|∇(α1 − α2)|2[L2(Ω)]2 , (11)

I3 ≤ 4|∇γ|W 1,∞(R2;R2)|∇u1|[Lp(Ω)]2 |α1 − α2|2
L

2p
p−1 (Ω)

≤ 4
(p
ν
Cu0

) 1
p

(CL
2p

p−1

H1 )2(1 + (Cp)
2)|∇γ|W 1,∞(R2;R2)|∇(α1 − α2)|2[L2(Ω)]2 , (12)

I4 ≤ 5|∇γ|W 1,∞(R2;R2)|∇(u1 − u2)|[L2(Ω)]2 |α1 − α2|L2(Ω)

≤ 25

κ
(Cp)

2|∇γ|2W 1,∞(R2;R2)|∇(u1 − u2)|2[L2(Ω)]2 +
κ

4
|∇(α1 − α2)|2[L2(Ω)]2 . (13)

以上より, (9)–(13)を合わせることで不等式 (5)が得られる. □
定理 1の証明. 定理 1は補題 1からただちに得られる. 実際, 近似問題 (AP)τ の解の存在と一意性に
ついては, 補題 1において,

τ1 := τ0, κ1 := κ0, u
†
0 := ui−1,

とすれば, 一意解 {[αi, ui]}mi=1 を得る.

次に, エネルギー不等式 (4)については, 補題 1の (6)と (7)を組み合わせることで得られる. □

4.2 主定理の証明の概略.

近似問題 (AP)τ の第 1方程式において, αi の式と αi−1 の式を引き算した式に 1
τ (α

i − αi−1)をか
ける. このとき, 仮定 (A2), 定理 1, Hölderの不等式, Youngの不等式, Poincaréの不等式, 2次元の
Sobolevの埋め込みを用いることで, 以下の評価を得る.

1

τ

(
κ

2
−

(
1 +

p

ν
Cu0

) 2
p

(1 + Cp)
2
(
CL

2p
p−2

H1 + CL
2p

p−1

H1

)2

|∇γ|W 1,∞(R2;R2)

)
|∇(αi − αi−1)|2[L2(Ω)]2

≤ 1

τ
·

(
1 + (CL

2p
p−2

H1 )2( pνCu0)
2
p

)
(1 + Cp)

2|∇γ|W 1,∞(R2;R2)

κµ

(
µ|∇(ui − ui−1)|2[L2(Ω)]2

)
. (14)

また, 近似問題 (AP)τ の第 2方程式に (ui − ui−1)をかけることで, 以下の評価を得る.

1

τ
|ui − ui−1|2L2(Ω) +

µ

2τ
|∇(ui − ui−1)|2[L2(Ω)]2 +

ν

p
|ui|p[Lp(Ω)]2 +

λ

2
|ui − uorg|2L2(Ω)

≤ ν

p
|ui−1|p[Lp(Ω)]2 +

λ

2
|ui−1 − uorg|2L2(Ω) +

T

2µ
|∇γ|2W 1,∞(R2;R2)|Ω|, (15)

ただし, |Ω|は Ω ⊂ R2 の Lebesgue測度を表す. よって, (14)より,

κ2 := 2
(
1 +

p

ν
Cu0

) 2
p

(1 + Cp)
2
(
CL

2p
p−2

H1 + CL
2p

p−1

H1

)2

|∇γ|W 1,∞(R2;R2)

とすれば, 定理 1, (14), (15)より κ > max{κ0, κ2}に対して, 以下の有界性が得られる.

(B-1) {[α]τ | τ ∈ (0, τ0)}はW 1,2(0, T ;H1
0 (Ω))で有界,



(B-2) {[α]τ | τ ∈ (0, τ0)}, {[α]τ | τ ∈ (0, τ0)}は L∞(0, T ;H1
0 (Ω))で有界,

(B-3) {[u]τ | τ ∈ (0, τ0)}は L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) ∩W 1,2(0, T ;H1

0 (Ω))で有界,

(B-4) {[u]τ | τ ∈ (0, τ0)}, {[u]τ | τ ∈ (0, τ0)}は L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω))で有界,

(B-5) {∇γ(R([α]τ )∇[u]τ ) | τ ∈ (0, τ0)}は L∞(Q;R2)で有界,

(B-6) 任意の τ ∈ (0, τ0) に対して, t ∈ [0, T ] 7→ E([α]τ , [u]τ ) ∈ [0,∞), t ∈ [0, T ] 7→
E([α]τ , [u]τ ) ∈ [0,∞) は非増加. さらに, E(α0, u0) は有界なので, {E([α]τ , [u]τ ),

E([α]τ , [u]τ ) | τ ∈ (0, τ0)}は BV (0, T )で有界.

上記を基に, システム (S)の可解性については, Aubinのコンパクト性定理 [5, Corollary 4]を用いる
ことで得られる. また, エネルギー不等式 (3)については, エネルギーの収束の議論に, (B-6)および
Hellyの選出定理 [8, 定理 VIII. 19]による考察を加えることにより, 示すことができる.

次に, システム (S)の解の一意性の証明の概略を述べる. システム (S)の解の一意性を示すために
は以下の不等式を導出することが鍵となる: ある正定数 C∗, C̃ > 0が存在して

d

dt
J(t) + (κ− C̃)|∇(α1 − α2)(t)|2[L2(Ω)]2

≤ C∗(1 + |∇u1(t)|[Lp(Ω)]2)
2J(t), a.e. t ∈ (0, T ), (16)

ただし,

J(t) := |(u1 − u2)(t)|2L2(Ω) + µ|∇(u1 − u2)(t)|2[L2(Ω)]2 , ∀t ∈ [0, T ].

であり, [αk, uk] ∈ [L2(0, T ;L2(Ω))]2(k = 1, 2) は初期条件 u1(0) = u2(0) = u0 を満たすシステム
(S) の解である. したがって, もし κ > max{κ0, κ2, C̃} であれば, Gronwall の補題より, システム
(S)の解が一意であることが得られる. この不等式の導出については, αk に対する 2つの変分等式の
差を取り, φ := (α1 − α2)(t)として得られる不等式と, u1 の変分不等式において ψ := u2(t), u2 の
変分不等式において ψ := u1(t)とし, 2つの式を足し合わせることで得られる不等式の 2つの不等式
を足し合わせることで得られる.

最後に, 0 ≤ u ≤ 1 in Qについては, 比較原理を用いることで, [1]と同様に示すことができる. □
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